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A t h e o r e t i c a l  a n a l y s i s  is  p r e s e n t e d  
f o r  t h e  g a s i f i c a t i o n  p r o c e s s  of  a c o n d e n s e d  
m a t e r i a l  s u d d e n l y  e x p o s e d  t o  a h o t  s t a g -  
n a n t  g a s .  
When t h e  g a s i f i c a t i o n  r a t e  i s  g i v e n  
by an A r r h e n i u s  law t h e  s u r f a c e  t e m p e r a -  
t u r e  r i ses  t o  t h e  n o n - g a s i f i c a t i o n  jump 
v a l u e  upon c o n t a c t  w i t h  t h e  h o t  g a s e s .  The 
c o n v e c t i v e  e f f e c t  d u e  t o  s u r f a c e  r e g r e s -  
s i o n  a n d  g a s i f i c a t i o n  f l o w ,  p l u s  t h e  e n e r -  
g y  a b s o r b e d  by t h e  g a s i f i c a t i o n  c a u s e s  t h e  
s u r f a c e  t e m p e r a t u r e  t o  d e c r e a s e  w i t h  t i m e .  
An a n a l y t i c a l  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s u r f a c e  
t e m p e r a t u r e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  h i s t o r y  i s  
p r e s e n t e d ,  t o g e t h e r  w i t h  c l o s e d  f a r m  e x -  
p r e s s i o n s  f o r  t h e  t e m p e r a t u r e  a n d  c o n c e n -  
t r a t i o n  p r o f i l e s  f o r  s m a l l  a n d  large t i m e s .  
A c l o s e d  form a n a l y t i c a l  d e s c r i p t i i n  
is  also g i v e n  f o r  t h e  g a s i f i c a t i o n  p r o c e s s  
d r  s u r f a c e  e q u i l i b r i u m  " C l a s i u ?  C l a p e y -  
r o n "  c o n d i t i o n s .  I n  t h i s  c a s e  t h e  s u r f a c e  
t e m p e r a t u r e  r e m a i n s  a t  a c o n s t a n t  jump v a i  
u e ,  a n d  t h e  t e m p e r a t u r e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  
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I .  I n t r o d u c t i o n  
D u r i n g  t h e  p a s t  y e a r s  a c o n s i d e r a b l e  
e f f o r t  h a s  b e e n  d e v o t e d  t o w a r d s  u n d e r s t a n i  
i n g  t h e  i g n i t i o n  m e c h a n i s m  of a c o n d e n s e d  
m a t e r i a l .  A l a r g e  a m o u n t  o f  d a t a  h a s  b e e n  
g a t h e r e d  e x p e r i m e n t a l l y  a n d  s e v e r a l  t h e o -  
r i e s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  t o  i n t e r p r e t  t 5 c s e  
d a t a .  U n f 2 r t u n a t e l y ,  h o w e v e r ,  i g n i t i o n  i s  
a v e r y  c o m p l e x  phenomenon and many d i f f e r e n t  
p h y s i c a l  a n d  c h e m i c a l  p r o c e s s e s  ape i n v o l v e d  
d u r i n g  a n  i g n i t i o n  e x p e r i m e n t .  T h e  a n a l y t -  
i c a l  t o o l s  a v a i l a b l e  a r e  n o t  s u i t e d  t o  
t a c k l e  t h e  c o m p l e t e  p r o b l e m  a n d  s e v e r a l  
s i m p l i f i c a t i o n s  h a v e  t o  b e  i n t r o d u c e d .  I n  
a d d i t i o n ,  some o f  t h e  p h y s i c a l  a n d  c h e m i -  
c a l  p a r a m e t e r s  i n v o l v e d  i n  t h e  i g n i t i o n  
e v e n t  a r e  n o t  known i n  a g i v e n  e x p e r i m e n -  
t a l  s e t u p  a n d  t h i s  p r e v e n t s  m e a n i n g f u l  
c o m p a r i s o n s  w i t h  e x p e r i m e n t a l  d a t a .  Actual- 
ly, t h e s e  d a t a  are  o f t e n  u s e d  t o  d e r i v e  
t h e  unknown p a r a m e t e r s ,  t h e r e b y , o b t a i n i n g  
good a g r e e m e n t  w i t h  t h o s e  p a r t i c u l a r  d a t a .  
A t  t h e  p r e s e n t  t i m e ,  no c o n s e n s u s  
e x i s t s  a s  t o  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  r e a c t i o n  
r e s p o n s i b l e  f o r  i g n i t i o n .  In f a c t ,  one  o f  
t h e  main  objectives o f  b o t h  t h e o r e t i c i a n s  
a n d  e x p e r i m e n t a l i s t s  w o r k i n g  on i g n i t i o n  
r ? s e a r c h  h a s  b e e n  t o  e l u c i d a t e  w h e r e  f o r  
a class of  p r o p e l l a n t s  i g n i t i o n  t a k e s  
p l a c e .  To a c h i e v e  t n i s  goal i t  i s  neces- 
s a r y  t o  d e v e l o p  a n a l y s i s  w i t h  t h e  same as- 
s u m p t i o n s  b u t  d i f f e r i n g  o n l y  o n  t h e  l o c a -  
t i o n  o f  t h e  k e y  r e a c t i o n  l e a d i n g  t o  i g n i -  
t i o n .  I t  a p p e a r s  t h a t  a p p r o x i m a t e  a n a l -  
y s e s  y i e l d  a b e t t e r  u n d e r s t a n d i n g  o f  t h e  
phenomenon u n d e r  s t u d y  t h a n  a l a r g e  a m o u n t  
of  n u m e r i c a l  r e s u l t s ,  a l t h o u g h  t h e  a c c u r a -  
c y  of t h e  l a t t e p  f o r  a g i v e n  s e t  of p a r a -  
m e t e r s  i s  s u p e r i o r  t o  t h a t  c f  t h e  a p p r o x i -  
m a t e  m e t h o d s .  H o w e v e r ,  d s y m p t o t i c  t e c h -  
n i q u e s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  t o  a p o i n t  s u c h  
t h a t  w h i l e  p o s s e s s i n g  g o o d  a c c u r a c y  t h e y  
s t i l l  c a n  r e t a i n  a s  g e n e r a l  a s s u m p t i o n s  a s  
t h o s e  u s e d  i n  t h e  u s u a l  n u m e r i c a l  a n a l -  
y s e s .  T h e s e  a s s u m p t i o n s  s h o u l d  b e  a s  r e a ;  
i s t i c  a s  p o s s i b l e  a n d  y e t  s i m p l e  e n o u g h  t o  
b e  t r e a t a b l e  by a s y m p t o t i c  t e c h n . i q u e s , a n d  
f u r t h e r m o r e  t h e y  s h o u l d  b e  a m e n a b l e  t o  h e  
e x n e r i m e n t a l l v  r e p r o d u c e d .  
v 
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The r e s u l t s  o f  t h e s e  a s y m p t o t i c  a n a l -  
y s e s  s h o u l d  b e  c h e c k e d  w i t h  g o o d  n u m e r i c a l  
s o l u t i o n s  a n d  t h e n  a n  e x p e r i m e n t , r e p r o d u c j n g  
a s  c l o s e l y  a s  p o s s i b l e  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  
t h e  a n a l y s e s  s h o u l d  b e  c a r r i e d  o u t  t o  o b -  
t a i n  n o t  o n l y  t h e  i g n i t i o n  t i m e  b u t  a s  many 
s i g n i f i c a n t  v a r i a b l e s  ( s u c h  a s  t e m p e r a t u r e  
a n d  m a s s  f r a c t i o n s  p r o f i l e s )  a s  p o s s i b l e .  
O n l y  t h e n  m e a n i n g f u l  e x p e ? i m e n t a l  c a m p a r i -  
sons w i l l  b e  p o s s i b l e  i n  t r y i n g  t o  a s c e r -  
t a i n  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  r e a c t i o n  p r o d u c i n g  
i g n i t i o n .  
The i g n i t i o n  e v e n t  s t a r t s  w i t h  t h e  a p -  
p l i c a t i o n  o f  a s t i m u l u s  t h a t  e n h a n c e s  t h e  
g a s i f i c a t i o n  o f  t h e  m a t e r i a l  a n d  a s e l f a c -  
c e l e r a t o r y  e x o t h e r m i c  c h e m i c a l  p r c c e s s .  
A s y m p t o t i c  a n a l y s e s  h a v e  b e e n  c a r r i e d  o u t  
a s s u m i n g  t h e  same i g n i t i o n  s t i m u l u s ,  name- 
l y  a c o n s t a n t  f l u x  o f  r a d i a n t  e n e r g y  a b -  
s o r b e d  a t  t h e  s u r f a c e  b u t  c o n s i d e r i n g  t h a t  
e i t h e r  a c o n d e n s e d  p h a s e ’ ,  h e t e r o g e n e o u s 2  
or g a s - p h a s e 3 , ’ . 5  e x o t h e r m i c  r e a c t i o n  i s  
r e s p o n s i b l e  f o r  i g n i t i o n .  We a r e  d e v e l o p -  
i n g  s i m i l a r  a n a l y s e s  fo r  a n  i g n i t i o n  s t i m -  
ulus c o n s i s t i n g  i n  t h e  i n s t a n t a n e o u s  c o n -  
t a c t  o f  t h e  c o n d e n s e d  m a t e r i a l  w i t h  a h o t  
g a s .  T h i s  i g n i t i o n  s t i m u l u s  c a n  b e  r e p r o -  
d u c e d  e x p e r i m e n t a l l y  by r e f l e c t i n g  a s b o c k  
wave on d c o n d e n s e d  m a t e r i a l  l o c a t e d  a t  t h e  
e n d  o f  a s h o c k  t u b e .  I n t e r e s t  i n  s t u d y i n g  
t h i s  p a r t i c u l d r  t y p e  o f  i g n i t i o n  s t e m s  f r o m  
t h e  C o n s i d e r a b l e  a m o u n t  o f  e x i s t i n g  e x p c r i  
m e n t s 6 - 1 2 ,  n u m e r i c a l  a n d  a p -  
p r o x i m a t e  a n a l y s e s 6 , ‘ 1 , ‘ * , 1 9  t h a t  w i l l  f a -  
c i l i t a t e  t h e  t a s k  o f  d e r i v i n g  conclusl i o n s  
r e g a p d i n g  t h e  i g n i t i o n  m e c h a n i s m  i n  a p a r -  
t i c u l a r  m a t e r i a l .  We h a v e  c a r r i e d  o u t  r e -  
c e n t l y  a s y m p t o t i c  a n a l y s e s  f o r  l a r g e  a c t i -  
v a t i o n  e n e r g i e s  o f  t h e  h e t e r o g e n e o u s z o  a n d  
c o n d e n s e d  p h a s e 2 ’  s h o c k - t u b e  i g n i t i o n , w i t h  
t h e  i d e a  o f  g e n e r a t i d g  s i m p l e  a n a l y t i c a l  
d e s c r i p t i o n s  o f  t h e  i g n i t i o n  p r o c e s s ,  a n d  
t h e  p r e s e n t  p a p e r  i s  a f i r s t  s t e p  i n  a 
p a r a l l e l  s t u d y  o f  g a s -  h a s e  i g n i t i o n .  As 
p o i n t e d  o u t  p r e v i o u s l y ~ , g a s - p h a s e  i g n i t i o n  
t h e o r y  i s  more c o m p l i c a t e d  t h a n  e i t h e r  t h e  
h e t e r o g e n e o u s  or c o n d e n s e d  p h a s e  t h e o r i e s ,  
s i n c e  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  c o n s i d e r  t w o  d i f -  
f e r e n t  c h e m i c a i  p r o c e s s e s ;  g a s i f i c a t i o n  and 
i g n i t i o n .  The i g n i t i o n  e v e n t  w i l l  b e  c o n -  
t r o l l e d  by e i t h e r  o f  t h e s e  s e q u e n t i a l  p r o 5  
e s s e s  d e p e n d i n g  o n  t h e i r  r e l a t i v e  r a t e s .  
The a n a l y s i s  o f  t h e  g a s i f i c a t i o n  p r o c e s s  
r e v e a i s  several i n t e r e s t i n g  f e a t u r e s  w h i c h  
m a k e s  i . t  a d v a n t a g e o u s  t o  p r e s e n t  s e p a r a t e -  
l y  s u c h  a n  a n a l y s i s ,  t o  b e  f o l l o w e d  by t h e  
s t u d y  o f  t h e  g a s  p h a s e  i g n i t i o n  p r o c e s s .  
The g a s i f i c a t i o n  r e a c t i o n  may b e  c o n s i i  
c r e d  a s  a P a t e  p r o c e s s  or a s  a n  e q u i l i b r i u m  
p r o c e s s .  U s u a l l y  e q u i l i b ~ i u m  w i l l  b e  m a i n  
t a i n e d  o n l y  i n  t h e  c a s e  of l i q u i d s .  The 
a n a l y s i s  i n  t h e  m a i n  t e x t  a s s u m e s  a r a t e  
p r o c e s s  d e s c r i b e d  b y  a zePo o r d e r  e n d o t h e r  
mic A r r h e n i u s  r a t e  l a w .  However i n  a n  a p -  
p e n d i x  w e  d e v e l o p  a p a r a l l e l  a n a l y s i s  f o r  
t h e  e q u i l i b r i u m  c a s e ,  when t h e  C l a s i u s - C l ;  
p e y r o n  e q u a t i o n  i s  u s e d  t o  r e l a t e  t h e  sur- 
f a c e  m a s s  f r a c t i o n  o f  g a s i f i e d  l i q u i d  t o  
t h e  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e .  
I n  t h e  a n a l y s i s  we t a k e  i n t o  a c c o u n t  
t h e  c o n v e c t i v e  e f f e c t s  d u e  t o  t h e  f l o w  r e -  
s u l t i n g  from t h e  g a s i f i c a t i o n  o f  t h e  c o n -  
d e n s e d  m a t e r i a l ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  u n s t e a d y  
e f f e c t s  o f  h e a t  c o n d u c t i o n  i n  t h e  s o l i d  and 
g a s  p h a s e s  a n d  d i f f u s i o n  i n  t h e  g a s  p h a s e .  
The c o n s e r v a t i o n  e q u a t i o n s  are s o l v e d  by 
a s y m p t o t i c  t e c h n i q u e s  b a s e d  o n  t h e  r e a l i s t i -  
a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  a c t i v a -  
t i o n - e n e r g y  o f  t h e  g a s i f i c a t i o n  r e a c t i o n ,  
or r a t i o  o f  a c t i v a t i o n  t e m p e r a t u r e  t o  t h e  
s o l i d  i n i t i a l  t e m p e r a t u r e ,  i s  l a r g e  com- 
p a r e d  t o  u n i t y .  I n  t h e  c o n t e x t  o f  t h i s  
a s y m p t o t i c  a n a l y s i s  a n  i n t e g r a l  e q u a t i o n  is 
d e r i v e d  whose  s o l u t i o n  y i e l d s  t h e  s u r f a c e  
t e m p e r a t s r e  a s  a f u n c t i o n  of  t i m e ;  t h e  SUE 
f a c e  t e m p e r a t u r e  r i s e s  i n s t a n t a n e o u s l y  a t  
t =  0 t o  a jump v a l u e ,  a n d  t h e n  d e c r e a s e s  
s l o w l y  a s  a result o f  t h e  e n d o t h e r m i c  g a s i  
f i c a t i o n  p r o c e s s  w h i c h  i n  a d d i t i o n  blows 
t h e  h a t  g a s e s  away from t h e  s o l i d  s u r f a c e  
t h u s  r e d u c i n g  t h e  h e a t  c o n d u c t i o n  f l u x .  
A s y m p t o t i c  e x p r e s s i o n s  g i v i n g  t h e  t e m p e r a -  
t u r e  a n d  mass f r a c t i o n  p r o f i l e s  f o r  s m a l l  
a n d  l a r g e  v a l u e s  o f  t i m e  a r e  a l s o  g i v e n  i n  
t h e  p a p e r .  
11. F o r m u l a t i o n  
We c o n s i d e r  t h e  c a s e  i n  w h i c h  a c o n -  
d e n s e d  m a t e r i a l  a t  a t e m p e r a t u r e  To. o c c u -  
p i e s  t h e  h a l f  s p a c e  x C O .  A t  t i m e  z e r o  t h e  
t e m p e r a t u r e  o f  t h e  a d j a c e n t  s t a g n a n t  gas  
t h a t  o c c u p i e s  t h e  h a l f  s p a c e  x > O  i s  s u d -  
d e n l y  r a i s e d  t o  a h i g h  ~ a l u e  T g o  t o  p r o -  
d u c e  a c o r r e s p o n d i n g  r i s e  i n  s u r f a c e  temp: 
r a t u r e ,  and t h e r e b y  e n h a n c e  a g a s i f i c a t i o n  
r e a c t i o n  a t  t h e  s u r f a c e .  F i g u r e  1 shows 
t h e  p r o c e s s e s  a c c o u n t e d  f o r  i n  t h i s  s t u d y .  
As s t a t e d  i n  t h e  i n t r o d u c t i o n ,  o n l y  g a s i -  
f i c a t i o n  w i l l  b e  a n a l y z e d  h e r e  a n d  t h e r e -  
f o r e  t h e  g a s e o u s  p h a s e  w i l l  b e  c o n s i d e p e d  
S O L I D  G A S  
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F i g . 1  S c h e m a t i c  r e p r e s e n t a t i o n  of  t h e  
g a s i f i c a t i o n  p r o c e s s .  
a s  i n e r t .  F o r  c o n v e n i e n c e ,  t h e  c r i g i n  x = O  
i s  m a i n t a i n e d  a t  t h e  s u r f a c e  o f  t h e  r e -  
g r e s s i n g  m a t e r i a l  a n d  t h e  m a s s  c o o r d i n a t e  
$ i s  i n t r o d u c e d  i n  a n a l y z i n g  t h e  g a s  p h s s e  
We w i l l  u s e  t h e  well j u s t i f i e d  a s s u m p -  
t i o n s  t h a t  t h e  p r e s s u r e  i s  c o n s t a n t  a n d  
t h a t  t h e  e f f e c t  o f  e x t e r n a l  f o r c e s  a n d  
v i s c o u s  s t r e s s e s  a r e  n e g l i g i b l e .  We u s e  
F i c k ‘ s  l a w  t o  c a l c u l a t e  t h e  d i f f u s i o n  v e -  
2 
l o c i t i e s  a n d  c o n s i d e r  t h e  s p e c i f i c  h e a t s  t o  
be c a n s t a n t  i n  e a c h  p h a s e .  I t  is a l s o  a s -  
sumed t h a t  t h e  d e n s i t y  a n d  t h e r m a l  c o n d u c -  
t i v i t y  i n  t h e  c o n d e n s e d  p h a s e  a s  w e l l  a s  
t h e i r  p r o d u c t  i n  t h e  g a s  p h a s e  a r e  c o n s t a n t .  
U n d e r  t h e s e  c o n d i t i o n s  t h e  c o n s e r v a t i o n  
e q u a t i o n s  f o r ' e n e r g y  i n  t h e  s o l i d  a n d  gas 
p h a s e s ,  a n d  s p e c i e s  c o n s e r v a t i o n  e q u a t i o n s  
f o r  o x i d i z e r  a n d  f u e l ,  a r e  r e s p e c t i v e l y  
v 
a T  a T  a a T  p c  - + p v c  - = - a t  ax a x  X) 
( 3 )  
An e q u a t i o n  i d e n t i c a l  t o  ( 3 )  e x i s t s  for 
t h e  o x i d i z e r  mass f r a c t i o n  Y o  , e x c e p t  t h a t  
t h e  o x i d i z e r  d i f f u s i v i t y  D g o  s h o u l d  r e p l a c e  
D g .  
a r e  
The i n i t i a l  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
= P V  [(cg-c) ( T S - T i ) t L ]  ( 6 )  
w h e r e  a l l  t h e  s y m b o l s  a r e  d e f i n e d  i n  t h e  
n o m e n c l a t u r e .  The s u r f a c e  r e g r e s s i o n  r a t e  
v is g i v e n  by 
v = Bexp(-E/RTs)  ( 9 )  
a n d  L is  t h e  h e a t  o f  g a s i f i c a t i o n  r e f e r r e d  
t o  t h e  " jump" t e m p e r a t u r e  T i .  w h i c h  i s  t h e  
o n e  e s t a b l i s h e d  a t  t h e  surface i m m e d i a t e l y  
a f t e r  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  h o t  g a s e s .  In 
a b s e n c e  o f  g a s i f i c a t i o n  t h e  s u r f a s e  t e m p e -  
rature r e m a i n s  f i x e d  a t  i t s  "jump" v a l u e  
I n  t h e  a n a l y s i s  t h a t  f o l l o w s ,  t h e  q u a n  
t i t y  p 1 i s  t a k e n  as c o n s t a n t ,  a n d  i t s  
v a l u e  is c h o s e n  i n  s u c h  a way t h a t  t h e  
c o r r e c t  " jump" t e m p e r a t u r e  ( w i t h  a r b i t r a r y  
d e p e n d e n c e  o f  p g R g  on t e m p e r a t u r e )  c a l c u -  
l a t e d  i n  r e f e r e n c e  2 0  i s  r e c o v a r e d ,  when 
t h e  i n e r t  p r o b l e m  i s  s o l v e d  i n  t h e  a s s u m p -  
t i o n  o f  c o n s t a n t  t h e r m a l  p r o p e r t i e s .  
g g  
I n t r o d u c i n g  t h e  n o n d i m e n s i o n a l  v a r i a -  
k bles 
+ i n  t h e  gas p h a s e  
5 = {  (12) 
(13) 
w h e r e  v 
for Ts = T1 , e q u a t i o n s  ( 1 ) - ( 8 1  become 
= Bexp(-E/RT1) i s  t h e  v a l u e  o f  v 1 
(14) 
( 2 0 )  
w h e r e  v/vi = e x p ( - E / R T s t E / R T 1 ) .  
An e q u a t i o n  i d e n t i c a l  t o  ( 1 6 )  d e f i n e s  
t h e  o x i d i z e r  m a s s - f r a c t i o n  Yo 
t h a t  t h e  L e w i s  number  f o r  t h e  o x i d i z e r  L e C  
i s  u s e d  i n s t e a d  o f  Le. 
, p r o v i d e d  
11:. S u r f a c e  T e m p e r a t u r e  a n d  R e e r e s s i o n  
Rate  Xistory. \1 
A t  smal l  t imes  t h e  t e m p e r a t u r e  g r a d i -  
ents a t  t h e  s u p f a c e  a r e  l a r g e  a n d  t h e r e -  
fore t h e  e n e r g y  a b s o r b e d  b y  t h e  g a s i f i c a -  
t i o n  r e a c t i o n  i s  n e g l i g i b l e  c o m p a r e d  t o  
t h e  e n e r g y  t r a n s p o r t  b y  c o n d u c t i o n  from 
t h e  g a s  p h a s e  t o  t h e  c o n d e n s e d  p h a s e .  Upon 
\' 
c o n t a c t  w i t h  t h e  h o t  g a s e s  t h e  s u r f a c e  te" 
p e r a t u r e  w i l l  b e  i n s t a n t a n e o u s l y  r a i s e d  t o  
a jump v a l u e  c o r r e s p o n d i n g  t o  zero g a s i f i -  
c a t i o n  r a t e  b u t ,  subsequently,gasification 
i n t r o d u c e s  two e f f e c t s  t h a t  c a u s e  t h e  s u r -  
face t e m p e r a t u r e  a n d  t n e  r e g r e s s i o n  r a t e  
t o  d e c r e a s e  w i t h  t i m e .  F i r s t ,  a f r a c t i o n  
o f  t h e  e n e r g y  c o m i n g  f r o m  t h e  gas p h a s e  i s  
a b s o r b e d  by t h e  g a s i f i c a t i o n  r e a c t i o n ,  s o  
t h a t  t h e  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e  c a n  n o t  b e  
m a i n t a i n e d  a t  i t s  jump v a l u e .  S e c o n d ,  t h e  
c o n v e c t i v e  f l o w  r e s u l t i n g  from t h e  con- 
d e n s e d  p h a s e  g a s i f i c a t i o n  b l o w s  t h e  h a t  
gas away f r o m  t h e  s u r f a c e  a n d  b r i n g s  c o l d  
m a t e r i a l  t o w a r d s  t h e  s u r f a c e ,  t h e r e b y  r e -  
d u c i n g  t h e  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e  a n d  t h e  r e -  
g r e s s i o n  r a t e .  
W e  s h a l l  a n a l y z e  f i r s t  t h e  p e r i o d  o f  
t i m e  when t h e  s u r f a c e  r e g r e s s i o n  r a t e  i s  
r e d u c e d  b y  a f a c t o r  o f  order  u n i t y  f r o m  i-cs 
" i n i t i a l "  v a l u e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  jump 
t e m p e r a t u r e  T i .  For l a r g e  v a l u e s  o f  t h e  
n o n - d i m e n s i o n a l  a c t i v a t i o n  e n e r g y  E / R T 1  , 
small  i n c r e m s n t s  i n  t h e  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e  
o f  t h e  o r d e r  R T 2 / E  p r o d u c e  a c h a n g e  i n  t h e  
g a s i f i c a t i o n  P a t e  by a f a c t o r  e . F ' o r  t h 9 s e  
e a r l y  t i m e s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  d e v i a t i o n s  
of  e a n d  8 f r o m  t h e i r  i n e r r  v a l u e s  
1 
g 
e = - e I / r  = et-f(c/zJ; )  ( 2 2 )  Ig 
a r e  s m a l l ,  of  o r d e r  R T : / ( E ( T g o - T 1 ) ! ,  so 
t h a t  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  d e s c r j b e  t h i s  ea: 
l y  p e r i o d  i n  terms o f  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l  
v a r i a b l e s  
w h e r e  
i s  a n o n - d i m e n s i o n a l  a c t i v a t i o n  e n e r g y .  
The new n o n - d i m e n s i o n a l  t i m e  o a n d  f u e l  
mass  f r a c t i o n  y h a v e  b e e n  d e f i n e d  s o  t h a t  
t h e y  are o f  o r d e r  u n i t y  d u r i n g  t h i s  p e r i o d .  
The a n a l y s i s  t h a t  f o l l o w s  i s  b a s e d  o n  The 
a s s u m p t i o n  t h a t  t h e  p a r a m e t e r  B i s  l a r g e  
c o n p a r e d  t o  u n i t y  w h i c h  i s  e q u i v a l e n t  t o  
r e q u i r e  t h a t  t h e  g a s i f i c a t i o n  r a t e  a t  t h e  
jump t e m p e r a t u r e  b e  much f a s t e r  t h a n  t h e  
g a s i f i c a t i o n  P a t e  a t  t h e  i n i t i a l  t r m p e r a -  
t u r e .  T h u s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  a s s u m e  t h a t  
E i s  l a r g e  i n  o r d e r  t o  h a v e  a p h y s i c a l l y  
r e a l i s t i c  p r o b l e m  i n  w h i c h  a non r e a c t i n g  
c o n d e n s e d  m a t e r i a l  i s  s u d d e n l y  b r o u g h t  t o  
v i g o r o u s  g a s i f i c a t i o n  upon c o n t a c t  w i t h  ho t  
g a s e s .  The r a t i o  o f  t h e r m a l  r e s p o n s i v i t i e s  
r i s  u s u a l l y  s m a l l ,  b u t  it may become of  
o r d e r  u n i t y  f o r  ! a r g e  v a l u e s  o f  p r e s s u r e  
or T , s i n c e  i t  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  
s q b a r e  Foot  of  p h 
8/r i s  a t  l e a s t  o f  o r d e r  B . 
T h u s ,  t h e  p a r a m e t e r  go 
g g '  
I n t r o d u a i n g  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l  v a r i a  
b l e s  ( 2 3 ) - ( 2 5 )  a n d  t a k i n g  t h e  l i m i t  B + m ,  
e q u a t i o n s  (lU)-(21) s i m p l i f y  t o :  
( 2 8 )  
The f a c t o r  e x p  ( - x s )  = v / v l  a c c o u n t s  f o r  
t h e  r e d u c t i o n  of  g a s i f i c a t i o n  r a t e  w i t h  
t e m p e r a t u r e .  
The p a r a m e t e r  P a p p e a r i n g  i n  e q u a t i o n  
( 2 7 )  f o r  t h e  c a s e  o f  c o n d e n s e d  p h a s e  temp: 
r a t u r e  x e q u a l s  a r ( 1 t r ) .  The e q u a t i o n  f o r  
t h e  g a s  p h a s e  t e m p e r a t u r e  x g  i s  i d e n t i c a l  
t o  E q . ( 2 7 )  w i t h  P r e p l a c e d  by a r ( l t l ' ) / r .  
Only t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  i n e r t  t e m p e -  
r a t u r e  a p p e a r s  i n  t h e  e f f e c t  o f  c o n v e c t i o n  
g i v e n  by t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  Eq ( 2 7 1 ,  
a n d  n o  c o n v e c t i v e  e f f e c t s  a p p e a r  i n  Eq ( 2 8 )  
d e s c r i b i n g  t h e  mass  f r a c t i o n s .  I t  s h o u l d  
a l s o  b e  o b s e r v e d  t h a t  i n  t h e  l i m i t  B + - 
t h e  e q u a t i o n s  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  d e -  
s c r i b i n g  t h e  t e m p e r a t u r e  d i s t r i b u t i o n  a r e  
u n c o u p l e d  from t h o s e  d e s c r i b i n g  mass f r a c -  
t i o n .  G r e e n  f u n c t i o n s  may b e  u s e d  t o  
w ~ i t e  t h e  s o l u t i o n  to e q u a t i o n s  ( 2 7 ) ,  ( 2 9 )  
a n d  (30) as  
E v a l u a t i n g  e q u a t i o n  ( 3 2 )  a t  t h e  s u r  
f a c e  a n d  u s i n g  e q u a t i o n  (30) a n  i n t e g r a l  
4 
c 
e q u a t i o n  d e f i n i n g  xs  i s  o b t a i n e d ,  v i z . ,  
( 3u ) 
T h i s  e q u a t i o n  d e s c r i b e s  t h e  e v o l u t i o n  w i t h  
t ime o f  t h e  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e  a s  a f u n c -  
t i o n  o f  t h e  u n i q u e  p a r a m e t e r  A = o ( r + r )  , 
w h i c h  i s  a m e a s u r e  o f  t h e  c o o l i n g  e f f e c t  of 
t h e  g a s i f i c a t i o n  f l o w .  The s e c o n d  t e P m  i n  
t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  of  e q u a t i o n  (311) a c -  
C o u n t s  f o r  t h e  h e a t  a b s o r b e d  by t h e  e n d o -  
t h e r m i c  g a s i f i c a t i o n  a n d  w i l l  b e  t h e  o n l y  
one a p p e a r i n g  i f  t h e  c o n v e c t i v e  e f f e c t s  
were n c g l e c t e d .  
From e q u a t i o n s  ( 2 8 ) ,  ( 2 9 )  a n d  (31) a n  
i n t e g r a l  e q u a t i o n  may b c  d e r i v e d  r e l a t i n g  
t h e  s u r f a c e  mass  f r a c t i o n  t o  t i m e ,  v i z . ,  
(35) 
T h i s  e q u a t i o n  c a n  a l s o  b e  u s e d  t o  c a l c l  
l a t e  t h e  s u r f a c e  v a l v e  o f  t h e  o x i d i z e r  mass 
f r a c t i o n ,  if we "sf 1 - Y o / Y o m  i n s t e a d  o f  
Y F  i n  t h e  d e f i n i t i o n  o f  y ( E q . 2 4 ) .  I t  i s  
o b s e r v e d  t h a t  t h e  m a s s  f r a c t i o n s  a t  t h e  
s u r f a c e  a r e  p r o p o r t i o n a l  to t h e  s e c o n d  te rm 
i n  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  o f  (34) a s s o c i a t e d  
w i t h  t h e  g a s i f i c a t i o n  r e a c t i o n ,  s i n c e  i n  
t h e  l i m i t  6 * -  , t h e  c o n v e c t i v e  e f f e c t s  
a r e  n e g l i g i b l e .  
F i g . ?  S u r f a c e  t e m p e r a t u r e  x = ( T 1 - T s ) E / R T 2  
S 1 
a s  a f u n c t i o n  o f  t i m e  a , a n d  A . 
A f i n i t e  d i f f e r e n c e  v e r s i o n  o f  e q u a -  
t i o n s  (34) a n d  (35) h a s  b e e n  n u m e r i c a l l y  
i n t e g r a t e d  t h r o  iig h a p r o  c e d u r  e p a r  a 1 1 e 1 i ne 
t h a t  u s e d  i n  r e f e r e n c e  1. The r e s u l t s  o f  
s u c h  an i n t e g r a t i o n  are  shown i n  f i g u r e s  
( 2 )  a n d  ( 3 )  f o r  s e v e r a l  v a l u e s  o f  0 . The 
n o n - d i m e n s i o n a l  r e g r e s s i o n  pate v / v l  = 
= e x p ( - X  ) is  p l o t t e d  i n  f i g u r e  (11). T h i s  
r a t e  i s  maximum a t  t h e  t i m e  o f  c o n t a c t  
w i t h  t h e  h o t  g a s  a n d  c o n t i n u o u s l y  d e -  
c r e a s e s  t o w a r d s  zero a f t e r w a r d s .  
S 
t A 
F i g . 3  The f u n c t i o n  y ( a , A )  d e s c r i b i n g  
s u r f a c e  mass f r a c t i o n  h i s t o r y .  
I. 1 ,3rmm .a .." 
F i g . 4  S u r f a c e  r e g r e s s i o n  r a t e  h i s t o r y .  
For l a r g e  v a l u e s  o f  A , t h e  c h n r a c t e r -  
i s t i c  n o n - d i m e n s i o n a l  t i m e  i s  u 1  = Azo . 
I n t r o d u c i n g  t h i s  new v a r i a b l e  i n  e q u a t i o n  
(34) a n d  t a k i n g  t h e  l i m i t  A + -  , t h e  l a s t  
term o f  Eq.(311) d i s a p p e a r s  a n d  t h e  f o l l o w -  
i n g  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  i s  d e r i v e d  
A R u n g e - K u t t a  p r o c e d u r e  was u s e d  t o  s o l v e  
e u q a t i a n  ( 3 6 ) .  The d a s h e d  c u r v e  i n  f i g u r e  
( 2 )  r e p r e s e n t s  x a s  a f u n c t i o n  o f  a f o r  
A =  I O  o b t a i n e d  from e q u a t i o n  ( 3 6 ) , s h o w i n g  
a s  e x p + c t e d ,  d i f f e r e n c e s  o f  o r d e r  l / A  w i t h  
t h e  e x a c t  s o l u t i o n .  T h i s  c u r v e  a n d  t h e  
d e f i n i t i o n  o f  o1 may b e  u s e d  t o  o b t a i n  
~ ~ ( 0 , )  . I n  t h i s  l i m i t ,  t h e  c o n v e c t i v e  ef 
f e c  a p p e a r i n g  i n  e q u a t i o n  ( 2 7 )  h a s  t o  b e  
r e t a i n e d ,  b u t  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  of  e q u a -  
t i o n  ( 3 0 )  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  h e a t  absorbed  
by g a s i f i c a t i o n ,  i s  n e g l i g i b l e .  
S 
S i n c e  o n e  o t  t h e  p o t e n t i t a l  u s e s  o f t h e  
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p r e s e n t  s t u d y  s t e m s  from i t s  a p p l i c a t i o n  
t o  g a s  p h a s e  i g n i t i o n ,  it i s  i n t e r e s t i n g  
t o  o b s e r v e  t h a t  u n d e r  c e r t a i n  p a r t i c u l a r  
c o n d i t i o n s ,  t h e  p r e s e n t  a n a l y s i s  c a n  b e  
e a s i l y  g e n e r a l i z e d  t o  a c c o u n t  f o r  f a s t  g a s  
i g n i t i o n  e v e n t .  N a m e l y ,  i f  t h e  f u e l  r e a c t s  
i m m e d i a t e l y  a f t e r  g a s i f i c a t i o n  w i t h  t h e  
e m t i e n t  o x i d i z e r ,  t h e  h e a t  r e l e a s e d  by t h i s  
e x o t h e r m i c  r e a c t i o n  s h n u l d  b e  s u b t r a c t e d  
f r o m  t h e  h e a t  a b s o r b e d  b y  t h e  g a s i f i c a t i o n  
r e a c t i o n  L .  I t  i s  n o t  d i f f i c u l t  t o  show 
t h a t  i n  t h i s  c a s e  YF = 0 i n  t h e  g a s  p h a s e  
a n d  t h e  r a t i o  ( Y o D - Y o ) / ( Y o ~ + ~ ) .  w h e r e  u is 
t h e  m a s s  s t o i c h i o m e t r i c  r a t i o  o x i d i z e r / f u e l ,  
s a t i s f i e s  Eq ( 3 )  a n d  t h e  same i n i t i a l  a n d  
b o u n d a r y  c o n d i t i o n  t h a n  t h e  f u e l  mass  f r a c  
t i o n  i n  t h e  n o n - r e a c t i v e  c a s e .  I n  p a r t i c -  
u l a r  if  t h e  n e t  v a l u e  o f  L i s  p o s i t i v e  
F i g . 3  g i v i n g  y s ( a ) ,  c a n  b e  u s e d  t o  c a l c u -  
l a t e  Yos (a )  i f  we w r i t e  (Yom-Yos)/(Yom+u)~ 
= y s a r ( l + r ) 6 / 6 .  The a n a l y s i s  c e a s e s  t o  
b e  v a l i d  i f  t h e  r e s u l t i n g  v a l u e  Yos becomes 
n e g a t i v e ,  when t h e  r e a c t i o n  zone moves 
away from t h e  s u r f a c ? .  
-_ p h a s e  r e a c t i o n s  a n d  e v e n  t o  d e s c r i b e  t h e  
u 
I V .  T e m p e r a t u r e  a n d  C o n c e n t r a t i o n  P r o f i l e s  
f i l e s  c a n  be c a l c u l a t e d ,  in p r i n c i p l e ,  by 
u s i n g  Eq.(32) i n  terms o f  t h e  c a l c u l a t e d  
s u r f a c e  t e m p e r a t u r e  h i s t o r y .  H o w e v e r ,  w e  
s h a l l  i n s t e a d ,  d e r i v e  e x p a n s i o n s  f o r  t h e  
t e m p e r a t u r e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  p r o f i l e s  f a r  
smal l  a n d  l a r g e  v a l u e s  o f  t h e  n o n - d i m e n s i o i  
a1 t i m e  a .  I n  t h e s e  e x p a n s i o n s  t h e  q o n - d i  
m e n s i o n a l  d i s t a n c e  z t o  t h e  s o l i d  s u r f a c e  
i s  s c a l e d  w i t h  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  t h i c k -  
n e s s  o f  t h e  h e a t  c o n d u c t i o n  l a y e r  2 &  t o  
p r o d u c e  t h e  s i m i l a r i t y  v a r i a b l e  ii = z / 2 G  
f c r  s m a l l  a n d  l a r g e  t i m e s .  W e  s h a l l  l a t e r  
use t h e s e  e x p a n s i o n s  t o  g e n e r a t e  a p p r o x i -  
mate e x p r e s s i o n s  t h a t  c a p  b e  u s e d  t o  ca l c ;  
l a t -  t h e  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e  f o r  a l l  t i m e s .  
The t e m p e r a t u r e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  p r o -  
F o r  s m a l l  v a l u e s  o f  a t h e  f a c t o r  
e x p ( - x s )  i n  E q . ( 2 7 ) ,  a c c o u n t i n g  f o r  t h e  
c h a n g e  i n  r e g r e s s i o n  v e l o c i t y  w i t h  c h a n g e s  
i n  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e ,  c a n  b e  w r i t t e n  e -  
q u a l  t o  l a n d ,  i n  a d d i t i o n ,  t h e  h e a t  o f  
g a s i f i c a t i o n  i n  Eq. (30) c a n  b e  n e g l e c t e d ;  
t h e  r e s u l t i n g  s y s t e m  o f  e q u a t i o n s h a s  a s i 2  
i l a r i t y  s o l u t i o n  o f  t h e  form x = Gfo(ii) , 
w h e r e  
For s u f f i c i e n t l y  e x o t h e r m i c  r e a c t i o n s  
t h e  n e t  v a l u e  o f  L i s  n e g a t i v e ;  u n d e r  
t h e s e  c o n d i t i o n s ,  A i s  n e g a t i v e  a n d  t h e  s u ~  
f a c e  t e m p e r a t u r e  s a t i s f i e s  Eq . ( 3 U )  i f  i t s  
l e t t  h a n d  s i d e  i s  r e p l a c e d  b y  ( - x s ) .  T h i s  
e q u a t i o n  h a s  b e e n  n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t e d  
i n  r e f e r e n c e  2 0 , t o  g e n e r a t e  a .  a s  a fun: 
t i o n  o f  A .  I t  i s  o b s e r v e d  t h a t  i g n i t i o n  
o c c u r s  o n l y  for v a l u e s  o f  - A  < 2 ,  i n  w h i c h  
c a s e  - x s  i s  p o s i t i v e  a n d  grows t o  i n f i n i t e  
a t  a f i n i t e  t i m e  a .  ( A ) .  
i g n  
l g n  
~ 
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I n  o r d e r  t o  o b t a i n  a more a c c u r a t e  e x p r e s -  
s i o n  o f  x for s m a l l  a we c a n  u s e  t h e  e x p a n  
s i o n  
w h i c h ,  when s u b s t i t u t e d  i n  Eqs.(27), ( 2 9 )  
a n d  (301, p r e v i o u s l y  w r i t t e n  i n  terms o f  
t h e  v a r i a b l e s  a a n d  ‘1 l e a d s  t o  a s y s t e m  o f  
e q u a t i o n s ,  w i t h  s o l u t i o n s  g i v e n  b y  Eqs.(37) 
a n d  
w h e r e  P e q u a l s  c r r ( l t r )  i n  t h e  c o n d e n s e d  
p h a s e  a n d  u r ( l t r ) / r  i n  t h e  g a s  p h a s e .  
T h u s ,  f o r  e a r l y  t i m e s  t h e  s u r f a c e  t e m -  
p e r a t u r e  i s  g i v e n  b y  
T h i s  e x p a n s i o n  c a n  a l s o  be d e r i v e d  d i r e c t l y  
from e q u a t i o n  (34). I t  i s  p l o t t e d  f o r  corn 
p a r i s a n  w i t h  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  i n  f i g -  
ure ( 2 )  f o r  t h e  c a s e  A = 0. S i m i l a r 1 y ; t h e  
e a r l y  t imes  mass f r a c t i o n  p r o f i l e s  a r e  
g i v e n  b y  
t e r f c ( u ) ]  2 + _ _ _  (41) 
w h e r e  u = n&. 
F o r  l a r g e  a t h e  s u r f a c e  v a l u e  xs o f  x 
i s  large a n d  i t  b e c o m e s  a s l o w l y  v a r y i n g  
f u n c t i o n  o f  a . I f  Eqs .  ( 2 7 )  a n d  ( 2 8 )  ace 
w r i t t e n  i n  terms o f  t h e  s i m i l a r i t y  v J r i a -  
b l e  n a n d  a , t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  t e r m  i n  
t h e  e q u a t i o n s  can b e  n e e l e c t e d  i n  f i r s t  a~ 
p r o x i m a t i o n  f o r  l a r g e  t i m e s ,  a n d  t h e  temp: 
r a t u r e  a n d  c o n c e c t r a t i o n  p r o f i l e s  t a k e  a 
q u a s i - s i m i l a r i t y  f o r m .  A more a c c u r a t e  rep 
r e s e n t a t i o n  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  a u d  c o n c e n -  
t r a t i o n  p r o f i l e s  c a n  S e  o b t a i n e d  a s  e x p a n -  
s i o n s  o f  x , x a n d  y i n  d e c r e a s i n g  p o w e r s  
o f  x, t i m e s  f u n c t i o n s  o f  t h e  v a r i a b l e  n 
T h u s  when t h e  e x p a n s i o n  
g . 
a n d  a s i m i l a r  e x p a n s i o n  i n  p o w e r s  o f  x s  
f o r  x a r e  i n t r o d u c e d  i n  E q . ( 3 0 ) ,  t h e  
g 
r e l a t i o n  If i s  o b s e r v e d  t h a t  t h e  mass f r a c t i o n  p r o -  
f i l e s  d e p e n d  o n l y  o n  t h e  p a r a m e t e r  P .  
E q u a t i o n s  ( 4 0 )  a n d  (43) may b e  used t o  
d e r i v e  a n  a p p r o x i m a t e  f o r m  o f  t h e  r e l a t i o n  
o ( x  ) v a l i d  f o r  a l l  t i m e s .  s - 
is  o b t a i n e d ,  w h e r e  
a n d  t h e  s u b s c r i p t  g i n d i c a t e s  g a s  p h a s e  
v a r i a b l e .  When E q s ( 2 7 )  a n d  ( 2 9 )  a r e  a l s o  
w r i t t e n  i n  t e r m s  o f  n a n d  x, a n d  x a n d  x 
g a r e  s u b s t i t u t e d  by t h e i r  e x p a n s i o n  ( 4 2 )  we 
o b t a i n ,  b y  c o l l e c t i n g  l i k e  p o w e r s  o f  x S , a  
s y s t e m  of  e q u a t i o n s  w i t h  t h e  s o l u t i o n s  
w h e r e  t h e  f u n c t i o n  p ( x )  i s  t h ?  s o l u t i o n  o f  
t h e  e q u a t i o n  
g " t 2 x g ' =  Z e r f c ( x )  , g(o)= o , g ' ( o ) = l  ( 4 7 )  
shown w i t h  a d a s h e d  l i n e  i n  f i g u r e  (5). 
We n o t i c e  f o r  f u t u r e  r e f e r e n c e  t h a t  
- - - 
- 
- 
g ( - )  = 1 . 5 8 .  
The e x p r e s s i o n  f o r  - F 2  i s  i d e n t i c a l  t o  
t h a t  o f  F1 w i t h  a l  r e p l a c e d  b y  - a 2 .  Equa-  
t i o n  ( 4 4 )  c a n  now b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  t h e  
unknown p a r a m e t e r s  a i  , t h e r e b y  o b t a i n i n g  
a0 = &/(ntZA) ( 4 8 )  
The a s y m p t o t i c  e x p a n s i o n  i n  E q . ( U 3 )  
c a n  b e  u s e d  t o  c a l c u l a t e  x,(u)  f o r  l a r g e  
. t i n e s .  The r e l a t i o n  o b t a i n e d  when u s i n g  
t h e  f i r s t  t h r e e  terms o f  t h e  e x p a n s i o n  h a s  
b e e n  p l o t t e d  i n  f i g u r e  2, f o r  d = 0 , t o  
show t h e  r a n g e  o f  v a l u e s  of  u when i t  i s  
a n  a c c u r a t e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  e x a c t  
s o l u t i o n .  
A s i m i l a r  p p o c e d u r e  y i e l d s  t h e  l o n g  
t i m e  m a s s  f r a c t i o n  p r o f i l e s ,  w r i t t e n  h e r e  
in t e r m s  of  t h e  s j m i l a r i t y  v a r i a b l e  u = n G  
t 
w h e r e  
(52) 
b f  -' 2gb t a g  - aa: 
a a a a 2  
a a z  t ba:/a - g b / a  
d z  = d,, = ( 5 3 )  
t 2-1 
0 
( 5 4 )  d 3  d i  - d 4 a  = 
0 
E x p r e s s i o n  ( 5 1 )  when e x p a n d e d  for l a r g e  
(i , r e p r o d u c e s  t h e  f i r s t  t h r e -  t e r m s  of  
e q u a t i o n  ( U 3 ) ,  a n d  when e x p a n d e d  f o r  s m a l l  
0 , r e p r o d u c e s  t h e  c o r r e c t  e x p a n s i o n  up t o  
tepms o f  order x 3  . The a p p r o x i m a t e  r e l a -  
t i o n  (51) when d r a w n  i n  f i g u r e  (2) c a n  n o t  
b e  d i s t i n g u i s h e d  f r o m  t h e  e x a c t  s o l u t i o n  
o b t a i n e d  n u m e r i c a l l y .  
S 
S i n c e  t h e  o b j e c t i v e  o f  t h e  p r e s e n t  
s t u d y  i s  t h e  a n a l y s i s  o f  t h e  g a s i f i c a t i o n  
p r o c e s s  i n  o r d e r  t o  d e v e l o p  a f o l l o w  up 
i n v e s t i g a t i o n  o f  g a s  p h a s e  i s n i t i o n ,  we 
a r e  s p e c i a l l y  i n t e r e s t e d  i n  o b t a i n i n g  t e m -  
p e r a t u v e  and m a s s  f r a c t i o n  p r o f i l e s  i n  t h e  
g a s  p h a s e .  
E q u a t i o n s  ( 3 8 )  a n d  ( 4 1 )  v a l i d  f o r  small 
v a l u e s  o f  t i m e  a n d  e q u a t i o n s  (42) a n d  ( 5 0 )  
v a l i d  f o r  l o n g  t i m e s  w i l l  p e r m i t  t h e  a n a l y -  
s i s  o f  e a r l y  i g n i t i o n s  ( v e r y  r e a c t i v e  g a s  
p h a s e )  a n d  l a t e  i g n i t i o n s ,  t h e r e b y  c o v e r i n g  
b o t h  l i m i t i n g  h e h a v i a u r s .  
r" f i g u r e  ( 5 )  p r o f i l e s  o f  t e m p e r a t u r e  
d e v i a t i o n s  y , x f r o m  the i n e r t  o r  n o n -  
g a s i f i c a t i o n  v a l u e s  a n d  t h e  n o n - d i m e n s i o n a l  
mass f r a c t i o n  y a r e  shown a s  a f u n c t i o n  
o f  q f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  u . We h a v e  
o n l y  shown t h e  c a s e  u = 0 , L e  = 1 , f o r  
w h i c h  t h e  e q u s t i o n s  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
d e f i n i n g  x , x , a n d  y c o i n c i d e .  U s i n g  
f i 8 u i . e  ( 5 )  a n d g e q u a t i o n s  (22), (23), i t  i s  
e a s y  t o  d e r i v e  t h e  t e m p e r a t u r e  p - o f i l e s  
f o r  a g i v e n  9 / r  . 
g 
N o t i c e  t h a t  t h e  f u e l  mass f r a c t i o n  
d o e s  n o t  become o f  o r d e r  u n i t y  u n t i l  v e r y  
l o n g  t i m e s  when x b e c o m e s  o f  o r d e r  8 , s o  
7 
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F i g . 5  T e m p e r a t u r e  a n d  mass f r a c t i o n  
p r o f i l e s  f o r  a = 0 , L e  = I .  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  i n  
E q s . ( l 7 )  a n d  ( 1 9 ) .  
E q s . ( 6 1 )  a n d  ( 6 2 )  g i v e  A ,  B a n d  m S  e x -  
p l i c i t e l y  i n  t e r m s  o f  u, w h i l e  Eq.(59) 
g i v e s  T ( u ) .  T h u s ,  we h a v e  a n  e x p l i c i t  
p a r a m e t r i c  r e p r e s e n t a t i o n  o f  t h e  r e l a t i o n  
Qs(r) i n v o l v i n g  t h e  p a r a m e t e r  U .  S i n c e  u 
1 s  o f  o r d e r  u n i t y  when O s  i s  o f  o r d e r  u n i -  
t y ,  an e x p l i c i t  r e l a t i o n  g i v i n g  m s ( r ) , w i t h  
errors of  o r d e r  1 / B  , c e n  b e  o b t a i n e d  by 
w r i t i n g  u =  1 i n  E q . ( 5 9 ) .  
The f u e l  mass f r a c t i o n  i s  g i v e n  by 
w h e r e  Y F s  i s  d e t e r m i n e d  by 
so  t h a t  o b t a i n e d  from t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i n  
e S  = x S / R  = (T1-Ts)XT1-To) ( 5 6 )  E q . ( 2 1 ) .  A s i m i l a r  e q u a t i o n  i s  o b t a i n e d  
t o  d e s c r i b e  t h e  o x i d i z e r  mass  f r a c t i o n  b v  
i n  o f  o r d e r  u n i t y ,  a n d  t h e  s o l u t i o n  g i v e n  
by Eqs . (LI2)  a n d  ( 5 0 )  i s  n o  l o n g e r  va:id. 
To o b t a i n  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  s y s t e m  o f  
E q s . ( l Q ) - ( 2 1 )  f o r  t h o s e  l a r g e  v a l u e s  o f  
t i m e ,  we w r i t e  t h e  s y s t e m  i n  t e r m s  o f  t h e  
v a r i a b l e s  I? = E / 2 &  a n d  T , a n d  n o t i c e  
t h a t  t h e  t i m e  d e r i v a t i v e  t e r m s  a r e  o f  or- 
d e r  1 / B  r e l a t i v e  t o  t h e  r e m a i n i n g  t e r m s .  
T h u s ,  i n  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  w e  can use 
t h e  q u a s i - s i m i l a r i t y  a s s u m p t i o n  a s  we d i d  
when f o u n d i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  s y s t e m  
of  Eqs.(27)430) f o r  l a r g e  0. 
The r e s u l t i n g  s y s t e m  o f  o r d i n a r y  d i f -  
f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  c a n  be s o l v e d  t o  y i e l d  
( 5 7 )  (gI-8)/r = A e r f c ( q t u r / d  t a r f c r i  
- e  ) = B e r f c ( n - u )  - e r f c n  (58) 
( 9 ~ g  g 
u r / [ r a ( i t r ) v ' T }  = v / v l  . ( 5 9 )  
w h e r e  
v / v l  = e ~ p [ - g @ ~ / [ l  t m s ( l - T o / T , f l  } 
a n d  t h e  c o n s t a n t  A a n d  B are g i v e n  by t h e  
e q u a t i o n s  
(60) 
m s  = A e r f c ( r u / r ) t l =  [ B e r f c ( - u ) - I } / r  ( 6 1 )  
r e p l a c i n g  Y F  a n d  Y F s  by I - Y o / Y o _ ,  a n d  
l - Y o s / Y 0 , ,  r e s p e c t i v e l y .  
V. C o n c l u s i o n s  
The t i m e  e v o l u t i o n  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  
a n d  mass f r a c t i o u s  a t  t h e  s u r f a c e  o f  a c o ~  
d e n s e d  m a t e r i a l  t h a t  g a s i f i e s  a c c o r d i n g  t o  
a n  e n d o t h e r m i c  A r r h e n i u s  d e c o m p o s i t i o n  r e -  
a c t i o n  a f t e r  b e i n g  e x p o s e d  t o  a h o t  g a s ,  
h a s  b e e n  d e s c r i b e d  a n a l y t i c a l l y  b y  means  
o f  a s y m p t o t i c  t e c h n i q u e s .  
Upon c o n t a c t  w i t h  t h e  h o t  g a s ,  t h e  s u r  
f a c e  t e m p e r a t u r e  i s  r a i s e d  t o  a n  i n t e r m e -  
d i a t e  "jum,p" value e q u a l  t o  t h e  o n e  e x i s t -  
i n g  i n  a b s e n c e  o f  g a s i f i c a t i o n .  G a s i f i c a -  
t i o n  h o w e v e r ,  c a u s e s  t h e  s u r f a c e  t e m p e r a -  
t u r e  t o  d e c r e a s e  w i t h  t i m e ,  s i n c e  p a r t  o f  
t h e  e n e r g y  c o m i n g  f r o m  t h e  h o t  g a s  i s  a b -  
s o r b e d  b y  t h e  e n d o t h e r m i c  r e a c t i o n  a n d ,  i n  
a d d i t i o n ,  because t h e  g a s i f i c a t i o n  f l o w  
b r i n g s  c o l d  m a t e r i a l  t o w a r d s  t h e  s u r f a c e  
a n d  b l o w s  t h e  h o t  g a s e s  a w a y .  D u r i n g  a n  
e a r l y  p e r i o d  i n  w h i c h  t h e  d e c r a a s i n g  sur- 
f a c e  r e g r e s s i o n  r a t e  is  s t i l l  o f  t h e  o r d e r  
o f  i t s  i n i t j a l  v a l u e  i t  t h e  jump t e m p e r a -  
t u r e ,  t h e  A r r h e n i u s  e x p o n e n t  c a n  b e  l i n e -  
a r i z e d  a r o u n d  t h e  jump t e m p e r a t u r e  T I  a n d  
o n l y  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  n o n - g a s i f i c a t i o n  
t e m p e r a t u r e  p r o f i l e  e n t e r s  t h e  c o n v e c t i v e  
e f f e c t s .  As a r e s u l t  o f  t h e s e  s i m p l i f i c a -  
t i o n s ,  t h e  s u r f a c e  t e m p e r a t u r e  h i s t o r y  c a n  
b e  d e s c r i b e d  b y  t h e  s o l u t i o n  o f  a n  i n t e -  
gral e q u a t i o n  g i v i n g  x s  = E ( T ~ - T ~ ) R T :  i n  
8 
terms o f  a n o n - d i m e n s i o n a l  t i m e  a a n d  a 
s i n g l e  p a r a m e t e r  A m e a s u r i n g  t h e  c o n v e c t i v e  
e f f e c t s ;  t h i s  i s  r e p r e s e n t e d  i n  F i g . 2 .  The 
s u r f a c e  value of  t h e  f l u i d  mass  f r a c t i o n  
i s  g i v e n  i n  F i g . 3 .  C l o s e d  f a r m  e x p r e s -  
s i o n s  o f  t h e  t e m p e r a t u r e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  
p r o f i l e s  a r t  a l s o  g i v e n  i n  t h e  f o r m  of  e x -  
p a n s i o n s  f o r  smal l  a n d  l a r g e  v a l u e s  o f  a . 
When t h e  v a r i a b l e  x b e c o m e s  large o f  
o r d e r  8 , t h e  c o m p l e t e  c o n v e c t i v e  t e r m s  
h a v e  t o  b e  r e t a i n e d  a n d  t h e  e x a c t  f o r m  o f  
t h e  A r r h e n i u s  e x p o n e n t  h a s  t o  be u s e d .  
However ,  f o r  t h o s e  l a r g e  t imes  a q u a s i -  
s i m i l a r  s o l u t i o n  e x i s t  when t h e  d i s t a n c e  
t o  t h e  s u r f a c e  i s  s c a l e d  by 2 6  , so t h a t  
e x p l i c i t  e x p r e s s i o n s  h a v e  b e e n  o b t a i n e d  
f o r  t h e  t e m p e r a t u r e  a n d  c o n c e n t r a t i o n  p r o -  
f i l e s  i n  terms o f  t h e  s i m i l a r i t y  v a r i a b l e  
n a n d  a f u n c t i o n  u o f  t i m e  g i v e n  b y  Eq.  
( 5 9 ) .  
- 
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is  m a i n t a i n e d  d u r i n g  t h e  g a s i f i c a t i o n  p r o s  
ess .  I n  p r a c t i c e  t h e  e q u i l i b r i u m  a n a l y s i s  
w i l l  b e  u s u a l l y  a p p l i c a b l e  t o  t h e  c a s e  o f  
l i q u i d  f u e l s  a n d  t h e  r a t e  p r o c e s s  a n a l y s i s  
w i l l  be b e t t e r  s u i t e d  for t h e  c a s e  o f  
s o l i d  p r o p e l l a n t s ,  p l a s t i c s  a n d  Q t h e r  sol- 
i d  m a t e r i a l s .  
The C l a s i u s - C l a p e y r o n  e q u a t i o n  r e l a t e s  
t h e  s u r f a c e  mass f r a c t i o n  t o  t h e  s u r f a c e  
t e m p e r a t u r e  t h r o u g h  
w h e r e  we h a v e  made t h e  " o n - e s s e n t i a l  a s s o y  
tian t h a t  t h e  m o l e c u l a r  w e i g h t s  o f  t h e  g a s  
e o u s  s p e c i e s  a r e  e q u a l .  If  in a d d i t i o n  L- 
c h a n g e s  slowly i n  t h e  r a n g e  o f  i n t e g r a t i o n ,  
t h e n  
E q u a t i o n  ( 1 ) - ( 8 )  r e m a i n  v a l i d ,  b u t  e q u a -  
tion ( 6 )  i s  r e p l a c e d  b y  
T h i s  p r o b l e m  i s  s i m p l e r  t h a n  t h e  o n e  
i n  t h e  m a i n  t e x t  s i n c e  i t  a d m i t s  3 s i m i l a r  
i t y  s o l u t i o n  v a l i d  f o r  a l l  t i m e s .  I t  t u r n s  
o u t  t h a t  t h e  r e g r e s s i o n  v e l o c i t y  v a r i e s  
w i t h  t i m e  a s  1 / 6  a n 2  t h e  t e s p e r a t u r e  a n d  
c o n c e n t r a t i o n  p r o f i l e s  become t i m e  i n d e -  
p e n d e n t  if d e s c r i b e d  i n  t e r m s  o f  t h e  s i m i -  
l a r i t y  v a r i a b l e  1 = 5/2$;. I n t r o d u c i n g  
a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  y i e l d  
L 
From e q u a t i o n  ( A 9 ) ,  t h e  v a l u e  o f  T s / T o  
is o b t a i n e d  a s  a f u n c t i o n  o f  V f a r  f i x e d  
v a l u e s  o f  a ' , r , P .  E q u a t i o n  ( A 2 )  is t h e n  
u s e d  t o  d e d u c e  TB/To a s  a f u n c t i o n  of a', 
r , C , Le , L / R T o  , a n d  T I T  . Once t h i s  
c u r v e  is known,  t h e  v a l u e  o f  V f o r  t h e  
g i v e n  TB i s  c a l c u l a t e d ,  a n d  t h e r e f o r e  t h e  
v a l u e  of Ts/To c a n  b e  deduced f r o m  e q u a -  
tion ( A 9 ) .  By t h i s  p r o c e d u r e  t h e  t e m p e r a -  
ture a n d  mass f r a c t i o n  d i s t r i b u t i o n  a r e  
known f o r  a l l  t i m e .  
go  0 
S i n c e  t h e  s o l u t i o n  t o  t h e  g a s i f i c a t i o n  
p r o b l e m  i n v o l v e s  s e v e r a l  p a r a m e t e r s ,  t h e r e  
by p o s s e s s i n g  many i n t e r e s t i n g  l i m i t i n g  
b e h a v i a u r s  whose a r . a l y s i s  w i l l  c a n s i d e r a -  
b l y  l e n g t h e n  t h e  p r e s e n t  p a p e r ,  a para-  
m e t r i c  s t u d y  o f  g a s i f i c a t i ~ n  u n d e r  e q u i l i b  
r i u m  c o n d i t i o n s  i s  p o s t p o n e d  t o  a s u b s e -  
q u e n t  p u b l i c a t i o n .  I 
! 
t h e  s o l u t i a r .  t o  e q u a t i o n s  ( 1 ) - ( 8 )  i s  
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